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1. Aufgabe

a) 1) Einführung dimensionsloser Variablen mit O(1):

p̄ =
p

∆p
, x̄ =

x

L
, ρ̄ =

ρ

ρref
, ū =

u

um
, r̄ =

r

R
, η̄ =

η

ηref
, ḡ =

g

gref

−∆p

L

∂p̄

∂x̄
+ ρrefgref ρ̄ḡ +

ηref
R2

um
η̄

r̄

d

dr̄

(
r̄

dū

dr̄

)
= 0

−∆p

L

R2

ηrefum︸ ︷︷ ︸
K1

∂p̄

∂x̄
+
ρrefgrefR

2

ηrefum︸ ︷︷ ︸
K2

ρ̄ḡ +
η̄

r̄

d

dr̄

(
r̄

dū

dr̄

)
= 0

2) 7 Einflussgrößen:
Größe ∆p ρ um η L R g

Einheit kg
ms2

kg
m3

m
s

kg
ms

m m m
s2

3 verschiedene Dimensionen, d.h. 3 wiederkehrende Variablen: ρ, um, R

Π1 = ∆p1ρβuγmR
δ

0 =

[
kg

ms2

]1[
kg

m3

]β[m

s

]γ
[m]δ

[kg] : 0 = 1 + β ⇒ β = −1

[m] : 0 = −1− 3β + γ + δ ⇒ δ = 0

[s] : 0 = −2− γ ⇒ γ = −2

⇒ Π1 =
∆p

ρum2

Π2 = η1ρβuγmR
δ

0 =

[
kg

m s

]1[
kg

m3

]β[m

s

]γ
[m]δ

[kg] : 0 = 1 + β ⇒ β = −1

[m] : 0 = −1− 3β + γ + δ ⇒ δ = −1

[s] : 0 = −1− γ ⇒ γ = −1

⇒ Π2 =
η

ρumR



Π3 = L1ρβuγmR
δ

0 = [m]1
[

kg

m3

]β[m

s

]γ
[m]δ

[kg] : 0 = β

[m] : 0 = 1− 3β + γ + δ ⇒ δ = −1

[s] : 0 = −γ ⇒ γ = 0

⇒ Π3 =
L

R

Π4 = g1ρβuγmR
δ

0 =
[m

s2

]1[ kg

m3

]β[m

s

]γ
[m]δ

[kg] : 0 = β

[m] : 0 = 1− 3β + γ + δ ⇒ δ = 1

[s] : 0 = −2− γ ⇒ γ = −2

⇒ Π4 =
gR

um2

b) aus Teil 1):

K1 =
∆p

L

R2

ηrefum
=

∆p

ρrefu2m
· ρrefumR

ηref
· R
L

= Eu ·ReR ·Geo

K2 =
ρrefgrefR

2

ηrefum
=
ρrefumR

ηref
· Rgref
u2m

=
ReR
Fr2

aus Teil 2):

Π1 =
∆p

ρum2
= Eu

Π2 =
η

ρumR
=

1

ReR

Π3 =
L

R
=

1

Geo

Π4 =
gR

um2
=

1

Fr2

c) Damit die Ergebnisse des Modellversuchs auf die reale Pipeline übertragen werden kön-
nen, müssen die Kennzahlen übereinstimmen.

K2,PL
!

= K2,M →
ρPLgPLR

2
PL

ηPLum,PL
=

ρMgMR
2
M

ηMum,M

es gilt ρPL = ρM , ηPL = ηM und gPL = gM sowie
RM

RPL

=
1

5
⇒ um,M =

1

25
um,PL



2. Aufgabe

a) Integration der gegebenen Gleichung in y-Richtung:

⇒ ∂u

∂y
=

1

η

dp

dx
y + C1 ⇒ u(x, y) =

1

η

dp

dx

y2

2
+ C1y + C2

Randbedingungen:

u(y = 0) = u∞ ⇒ C2 = u∞

u(y = h(x)) = 0 ⇒ C1 = − 1

h(x)

(
1

η

dp

dx

h2(x)

2
+ u∞

)

⇒ u(x, y) =
1

2η

dp

dx

(
y2 − h(x)y

)
+ u∞

(
1− y

h(x)

)

Volumenstrom V̇ durch den Spalt: V̇ = B

∫ h

0

u(x, y)dy

⇒ V̇ = B

[
1

2η

dp

dx

(
1

3
y3 − h(x)

2
y2
)

+ u∞

(
y − y2

2h(x)

)]h
0

⇔ V̇ =
Bu∞h(x)

2
− Bh3(x)

12η

dp

dx

b) die Gleichung für V̇ aus Teil a) nach
dp

dx
umgestellt liefert:

dp

dx
=

6ηu∞
h2(x)

− 12ηV̇max
Bh3(x)

da der Volumenstrom konstant ist, liefert die Integration:

⇒
∫ p2

p1

dp = p2 − p1 = ∆p = 6ηu∞

∫ L

0

dx

h2(x)
− 12ηV̇max

B

∫ L

0

dx

h3(x)

mit h(x) = h1 −
h1 − h2
L

x

⇒ ∆p = 6ηu∞

L
h1−h2

h1 − h1−h2
L

x

∣∣∣∣∣
L

0

− 12ηV̇max
B

1
2

L
h1−h2(

h1 − h1−h2
L

x
)2
∣∣∣∣∣
L

0

⇔ ∆p = 6ηu∞
L

h1 − h2

(
1

h2
− 1

h1

)
− 12ηV̇max

B

1

2

L

h1 − h2

(
1

h22
− 1

h21

)
⇔ ∆p = 6ηu∞

L

h1h2
− 12ηV̇max

B

L(h1 + h2)

2h21h
2
2

⇔ ∆p =
6ηL

h1h2

(
u∞ −

V̇max(h1 + h2)

Bh1h2

)



3. Aufgabe

a) komplexe Potentialfunktion:

F (z) = u∞z −
E

2π
ln (z)− iΓ

2π
ln (z) mit E > 0,Γ > 0 (linksdrehend, nach innen gerichtet)

b)

F (z) = u∞ (x+ iy)− E

2π
ln
(
reiϕ

)
− iΓ

2π
ln
(
reiϕ

)
F (z) = u∞ (rcos(ϕ) + irsin(ϕ))− E

2π
(ln (r) + iϕ)− iΓ

2π
(ln (r) + iϕ)

Potentialfunktion: Φ(x, y) = Re(F (z)) = u∞rcos(ϕ)− E

2π
ln (r) +

Γ

2π
ϕ

Stromfunktion: Ψ(x, y) = Im(F (z)) = u∞rsin(ϕ)− E

2π
ϕ− Γ

2π
ln (r)

Geschwindigkeitskomponenten:

vr(r, ϕ) =
∂Φ

∂r
=

1

r

∂Ψ

∂ϕ
= u∞cos(ϕ)− E

2πr

vϕ(r, ϕ) =
1

r

∂Φ

∂ϕ
= −∂Ψ

∂r
=

Γ

2πr
− u∞sin(ϕ)

c) Im Staupunkt gilt vr = vϕ = 0, d.h.

vr(r, ϕ) = u∞cos(ϕ)− E

2πr
!

= 0⇒ cos(ϕ) =
E

2πru∞
(1)

vϕ(r, ϕ) =
Γ

2πr
− u∞sin(ϕ)

!
= 0⇒ sin(ϕ) =

Γ

2πru∞
(2)

aus Gl. (1) und (2) folgt

Γ

E
=
sin(ϕ)

cos(ϕ)
= tan(ϕ)→ ϕs = tan−1

(
Γ

E

)
(3)

mit sin2(ϕ) + cos2(ϕ) = 1⇔ cos2(ϕ) = 1

1+
sin2(ϕ)

cos2(ϕ)

⇔ cos(ϕ) =
√

1
1+tan2(ϕ)

folgt aus Gl.

(1) und (3):



rs =
E

2πu∞cos(ϕ)
=

E

2πu∞

√
1 + tan2(ϕ) =

E

2πu∞

√
1 +

Γ2

E2
(4)

mit der Vorgabe zur Lage des Staupunktes x = y ⇒ rcos(ϕ) = rsin(ϕ) folgt aus Gl. (3)
E

!
= Γ sowie ϕs,1 = π

4
, ϕs,2 = 5π

4

aus Gl. (4) ergibt sich daraus:

rs =
E√

2πu∞

da E = Γ > 0, u∞ > 0 und rs
!
> 0 ist nur ϕs,1 = π

4
eine Lösung.

d) Skizze vom Strömungsfeld:



4. Aufgabe

a) 1. Randbedingung: Haftbedingung:
y

δ
= 0→ u = 0

2. Randbedingung: Grenzschichtrand:
y

δ
= 1→ u = ua(x)

3. Randbedingung: Wandbindungsgleichung:
y

δ
= 0

aus der x-Impuls-Grenzschichtgleichung ergibt sich an der Wand: η
∂2u

∂y2

∣∣∣∣
y=0

=
dp

dx

4. Randbedingung: Stetigkeit Grenzschichtrand:
y

δ
≥ 1→ ∂u

∂y
= 0

aus 1. RB : a0 = 0 (1)
aus 2. RB : 1 = a1(x) + a2(x) + a3(x) (2)

aus 3. RB : mit
∂2u

∂y2
= ua(x)

(
2a2(x)

δ2
+ 6a3(x)

y

δ3

)
und

dp

dx
= Cx : (3)

∂2u

∂y2

∣∣∣∣
y=0

=
2a2(x)ua(x)

δ2
=

1

η

dp

dx
⇔ a2(x) =

Cxδ2

2ua(x)η
(4)

aus 4. RB : 0 = a1(x) + 2a2(x) + 3a3(x) (5)

a2 eingesetzt in Gl. (2) ergibt a1(x) = 1− Cxδ2

2ua(x)η
− a3(x) (6)

eingesetzt in Gl. (5) ergibt sich a3(x) = −1

2
− Cxδ2

4ua(x)η
(7)

und aus Gl. (6) a1(x) =
3

2
− Cxδ2

4ua(x)η
(8)

⇒ u(x, y)

ua(x)
=

(
3

2
− Cxδ2

4ua(x)η

)(y
δ

)
+

Cxδ2

2ua(x)η

(y
δ

)2
+

(
−1

2
− Cxδ2

4ua(x)η

)(y
δ

)3
(9)

b) aus Teil a) bekannte Bedingungen am Grenzschichtrand: u = ua,
∂u

∂y
= 0

5. Randbedingung: reibungsfreie Außenströmung:
∂2u

∂y2
= 0

damit reduziert sich die Grenzschichtgleichung zu



ua
dua
dx

= −1

ρ

dp

dx

1

2

du2a
dx

= −1

ρ
Cx

u2a = −2

ρ

∫
Cxdx

u2a = −Cx
2

ρ
+ C2

Randbedingung: ua(x = 0) = u0 → C2 = u20

⇒ ua(x) =

√
u20 −

Cx2

ρ

c) Ablösung: τw = 0

mit τw = η
∂u

∂y

∣∣∣∣
y=0

=
ηua(x)

δ

(
3

2
− Cxδ2

4ua(x)η

)
= 0 d.h.

3

2
− Cxδ2

4ua(x)η
= 0

δ und ua(x) einsetzen:

6

25

ρ

C
=

x2

u20 − Cx2

ρ

6

25

ρ

C
=

1
u20
x2
− C

ρ

u20
x2
− C

ρ
=
C

ρ

25

6

⇒ xabl =

√
6

31

ρ

C
u0



5. Aufgabe

a) Energiegleichung, angewendet auf den Ruhezustand: h0 = h+
u2

2

mit h = cpT ⇒ cpT0 = cpT +
u2

2

mit cp =
γR

γ − 1
⇒ T0 = T +

γ − 1

γR

u2

2

Zustand vor dem Stoß: 1, Zustand hinter dem Stoß: 2
h0 bzw. T0 ist über den Stoß konstant⇒ T0 = T2,max

T2,max = T1 +
γ − 1

γR

u21,max
2
⇔ u1,max =

√
2γR

γ − 1
(T2,max − T1)

b) Machzahl M2 =
u2√
γRT2

mit 1 = M∗
1M

∗
2 =

u1
c∗1

u2
c∗2︸ ︷︷ ︸

c∗1=c
∗
2

folgt u2 =
c∗

2

u1,max
=
γRT ∗

u1,max

aus der Energiegleichung cpT2,max = cpT2 +
u22
2

ergibt sich

T2 = T2,max −
u22
2cp

= T2,max −
γRT ∗2

u21,max

γ − 1

2

⇒M2 =

√
γRT ∗

u1,max
√
T2,max − γRT ∗2

u21,max

γ−1
2

Alternativer Lösungsweg:
Herleitung der Beziehung zwischen Machzahl und kritischer Machzahl:

cpT +
u2

2
= cpT

∗ +
u∗2

2

mit cp =
γR

γ − 1
⇒ c2 +

γ − 1

2
u2 = c∗2 +

γ − 1

2
c∗2 =

γ + 1

2
c∗2

1

M2
+
γ − 1

2
=

γ + 1

2

1

M∗2

M2 =
2M∗2

(γ + 1)− (γ − 1)M∗2



mit 1 = M∗
1M

∗
2 ⇒M∗

2 =
1

M∗
1

=

√
γRT ∗

u1
folgt

M2
2 =

2M∗2
2

(γ + 1)− (γ − 1)M∗2
2

M2
2 =

2
γ+1
γRT ∗u21 − (γ − 1)

c) Verdichtungsstöße treten nur in supersonischen Strömungen auf, daher muss gelten:
M ≤ 1, d.h. uL ≤

√
γRTu



6. Aufgabe

a) Die Zirkulation Γ um die Randkurve einer beliebigen ebenen Fläche entspricht dem dop-
pelten Wirbelfluss durch diese Fläche.

Γ =

∮
C

vt||d~r|| = 2

∫
A

ωzdA (10)

Der Satz von Thomson besagt, dass die Zirkulation entlang einer sich mit dem Fluid be-
wegenden, geschlossenen Kurve bezüglich der Zeit konstant ist, d.h.

dΓ

dt
= 0.

b) Für eine Potentialströmung muss gelten rot ~v = 0, d.h. bei 2D Strömung
∂v

∂x
− ∂u

∂y
= 0,

also ergibt sich
∂v

∂x
− ∂u

∂y
= −U

h
6= 0 → dieses Geschwindigkeitsprofil erfüllt nicht die

Bedingung einer Potentialströmung.

c) Eine laminare Grenzschicht hat geringere Geschwindigkeitsgradienten an der Wand als
eine turbulente Grenzschicht bei der gleichen Außengeschwindigkeit. Dadurch ergibt sich
eine verringerte Wandschubspannung und somit ein geringerer Widerstandsbeiwert. Gleich-
zeitig kann die verringerte Schubspannung selbst schon von Vorteil sein (z.B. Blutströ-
mung aufgrund empfindlicher Blutkomponenten, die hohe Scherraten und Schubspannun-
gen nicht gut vertragen).

Maßnahmen zur Laminarhaltung:

• Grenzschichtabsaugung
• Grenzschichtausblasung
• Geometrie (z.B. Laminarprofil beim Flügel)
• . . .

d) sinα =
c

u
=

1

M

Unterschall Überschall

α
c·Δt

u·Δt


