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1. Aufgabe

a) Statische globale Impulsbilanz (Kriftegleichgewicht = KGG) in z-Richtung mit Auftriebskraft Fs,
Gewichtskraft des Containers Fy ¢ und die Gewichtskraft des Schiffs F, o: > F; =0

S Fi=Fy—Fuc—Fs=0

Krifte:

Auftriebskraft Fa = pwghiAs
Gewichtskrifte Fyc+ Fys = (mg +me)g

Damit folgt aus der statischen Impulsbilanz:

= pwgh1As — (ms + mg)g =0
mg + mc

= hy =
' pwAs

b) Volumen-/Massenerhaltung bzw. Kontinuititsgleichung: Konstantes Wasservolumen

Vi=V;
= ABH1 — Ash1 = ABH2 — AcHC — Ash2
Ag As Ac

Hy = H(hy) = Hy — 25, + Z3h, + 295,
= Ido (hg) 1 ABh1+ABh2+AB C

Die Gleichung beschreibt, wie allgemein der neue Wasserstand H; durch die Eintauchtiefe h; des
Schiffes beeinflusst wird. In Teilaufgabe e) wird dieses Teilergebnis erneut fiir eine andere Hohe
h; verwendet:

Ag Ag Ac

H(h;) = Hy — A—Bhl + A—th’ + A_BHC (1)

Statische globale Impulsbilanz/Kriftegleichgewicht am Schiff in z-Richtung: > F, ; 20




ms
= hy =
2 pwAs
Einsetzen von hy und hy in Hy(hs):
mg Ac
= Hy,=H, — —H
? b pwAp * Ag ¢

¢) Quantitative Begriindung:

Bei konstanter Dichte p; und konstanter Gravitation g errechnet sich der Auftrieb eines vollstindig
mit einem Fluid ¢ benetzten Korper iiber den Auftriebssatz nach Archimedes aus dem verdriangten
Fluidvolumen V':

FA,i =—pVg H ‘|
= F Ai = pZVg
Insofern die Auftriebskraft der Luft (L) gegeniiber der Auftriebskraft im Wasser (W) nicht fiir das

gleiche Volumen vernachlissigt werden kann, gilt mit pw, g # 0:

FA,L _ & 7& 0
Faw Pw

Die hydrostatische Grundgleichung (Impulsbilanz) in differentieller Form innerhalb einer Fluid-
phase 7 lautet:

Vi = pig e
Op;

= = —p;
92 Pig

Damit folgt fiir die Druckgradientenverhiltnisse in Luft (L) und Wasser (W) mit Bg;;" #0:

. 48

= g == #0
- PwW
0 0
o _Ipwpn
0z 0z pw

= pL(2) = pa(z) # const,

Somit kann der Umgebungsdruck p, als Druck in der Luftatmosphére nicht konstant iiber die Ho-
henkoordinate z sein, insofern der Auftrieb in der Luft gegeniiber im Wasser beriicksichtigt wird.

Qualitative Begriindung:

Insofern der Auftrieb in der Luft gegeniiber dem Auftrieb im Wasser beriicksichtigt wird, muss
sich eine von Null verschiedene Auftriebskraft des Korpers in der Luft auf Grund der Driicke tiber
die benetzte Korperoberflache ergeben.

Dafiir muss es eine von Null verschiedene Differenz zwischen den Druckverhiltnissen ober- und
unterhalb des Korpers geben. Somit kann der Druck in der Luftatmosphire nicht tiber die Hohe
konstant sein.

Hinweis: Insofern die Kérperabmale in z-Richtung zu vernachlissigen sind, kann auch der Auf-
trieb in der Luft vernachléssigt werden. In Realitét ist es mit p /pw ~ 1/1000 eine sehr gute erste
Niherung den Auftrieb in der Luft zu vernachlidssigen.



d) Statische globale Impulsbilanz (KGG) in z-Richtung mit der neuen Auftriebskraft in der Luft F)y 1,
und der vorherigen Auftriebskraft im Wasser Fy w, Gewichtskraft des Containers F, - und die

Gewichtskraft des Schiffs Fj c: 3 F.; = 0
Fy

il N

h
il Fg,S +Fg,C T 1,L

|
E F.i=Faw+Far, —Fyc—F;5=0
- —_————

=F
Krifte:
Auftriebskraft Fx = pwgh11,As + pLg(Hs — h11.)As + pLgHcAc
:FX,W :F‘;L
Gewichtskrifte F,c+ F,s = (ms+mc)g

Damit folgt aus der statischen globalen Impulsbilanz:

= pwghiLAs + pLg(Hs — hi1)As + pgHcAc — (ms + me)g =0
mgs + mc PL ACH AL

= hi1, = — — - =
ST ow — ) As  pw—pLAs O pw — L

Hg

Plausibilititspriifung:

Insofern die Dichte der Luft gegeniiber der Dichte des Wassers vernachlissigt werden kann, also

pL < pw bzw. £~ — 0, wird auch der Auftrieb in der Luft gegeniiber dem Auftrieb im Wasser
. WY . . . . .

vernachlissigt und es muss sich die Eintauchtiefe aus Teilaufgabe a) ergeben.

1 A
lim hoy (PL) ~ m (ms +mc  pL CH — P Hs)

_ P
W e oW pwAs pw As Pw
mg+m
_ s e hy v
pwAs

Nachfolgend ist skizziert, welche Anteile der Korper jeweils Auftrieb im Wasser und in der Luft
verursachen:

FaL |:| Auftrieb in der Luft F .

I 2 |
‘ i |:| Auftrieb im Wasser Fa w
z

Thl,L

Kriterien an die Skizze

* Auftrieb in der Luft F 1, und Auftrieb im Wasser [, w klar und richtig zugeordnet



e) Volumen-/Massenerhaltung bzw. Kontinuitédtsgleichung, also konstantes Wasservolumen wie in
Teilaufgabe a), aber hier mit /; 1, und hg 1

AS AS AC
= Ho1, = H(h =H,, — —h —h —H,
2L (hap) 1L An L+ An oL + An C

|

Statische globale Impulsbilanz/Kriftegleichgewicht am Schiff in z-Richtung: > F,; =0

A
Fa

2l e

F,s T ho.1,

S Fi=F\-Fs=0

= gwghz,LA§+ng(Hs — h27L>A§ —msg = 0

g

=Faw =FaA L
ms PL

= hop, = —
: (pw — pL)As  pw — pL

Einsetzen von h4 1, aus Teilaufgabe d) und ho 1, in H (hoy,):

mc 4 PwW Ac
(pw —pL) A pw — pL A

= Hoy, = Hy1, —

Plausibilitatspriifung:

Insofern die Dichte der Luft gegeniiber der Dichte des Wassers vernachlissigt werden kann, also
pL < pw bzw. 5—VLV — 0, wird auch der Auftrieb in der Luft gegeniiber dem Auftrieb im Wasser
vernachlissigt und es muss sich der Wasserstand wie in Teilaufgabe b) ergeben.

1 A
lim Hyy (ﬂ> = lim |Hyy - e g Ho
w0 pw w0 pw Ap (1—%> L=oy 48
A
:HLL_ Mo —|——CHCZH2\/

pwAs  Ap



2. Aufgabe

a) Skizze der Stromlinien:

N
Venturi-Rohr
lg
0 UL 2 UG
. Ay = PL Az PG 3 — Motor
Pas PL
gut gerundet (g.g.) ~ e scharfkantig
Cv 4 z
)\ pa T i
N |l A
GroBer Tank PK 5 R ¢ I
d

Stationdre Bernoulli-Gleichung von der Umgebung 0 hin zur Engstelle 2 im Venturi-Rohr, da gut
gerundeter Einlass:

Po + pLgho + %US,L = pa + pLghs + %Ug,L
Annahmen:
Ruhende Umgebung (Standbetrieb): Do = Pa, Vo =0
Gleiche geoditische Hohe: ho = hs
Geschwindigkeit in Engstelle: vayp > 0
Gesuchte Geschwindigkeit: vy =v >0
Damit folgt:
:>pa:pg+%U§7L ’pL>O
2
= /Ug,L = _(pa _p2) ”UL >0
AL
2
= VoL = |/ —(Pa — P2)
oL

Stationdre Bernoulli-Gleichung von der Kraftstoffoberfliche im Tank T iiber die Steigrohrleitung
und den Zerstduber hin zum Einlass in das Venturi-Rohr Z:

pr + prghr + %KU% = pz + pxghz + %KU%
Annahmen:
Tank mit Druckausgleichsoffnung: PT = Pa
Tank als groBer Behilter: vr =0
Geoditische Hohendifferenz: hy —hr=L—h

Kraftstoffgeschwindigkeit: vz = UK



b)

Damit folgt:

= pa + prght = pz + pxghz + %Kv?(

= pa — pz = pxg(hz — hr) + %(%2(

i
= pa — pz = px9(L — h) 7KU12<

Da die die statische Druckédnderung in der Luft und im Luft-Kraftstoffgemisch iiber die vertikalen
Abmalfe im Venturirohr zu vernachlissigen sind, gilt:

Pz = P2

AuBerdem kann die Geschwindigkeit des Kraftstoffs mittels der Volumenstromdefinition und der
Kreisquerschnittsfliche der Steigrohrleitung Ax = §d2 > ( ermittelt werden:

VK = UKAK
4V
= UK = —&
UK Td?

Somit ergibt sich der folgende Ausdruck fiir die statische Druckdifferenz:
AN
PK K
= Do — P2 = L—h)+—|—
Pa — P2 = pryg( ) + 5 (ﬂd2>
8px Vi
m2d*

= Pa — P2 = pxg(L — h) +

Eingesetzt in die erste Bernoulli-Gleichung folgt die gesuchte Geschwindigkeit der einstromenden
Luft im Venturi-Rohr vy :

PK 8V1<2
= ,|2— L—~h
= VoL o <g( )+ g

Stationdre Kontinuitéitsgleichung, um die gesuchte Geschwindigkeit vy, = vy mit vy, in Bezie-
hung zu setzen:

A1U1,L = AQUQ,L

Somit ergibt sich final:

A
= V1L = A—2U2,L
1
= — 12— L—h
= UL A\ 2 g( )+ g

Die stationdre Massenbilanz (Kontinuitdtsgleichung) im Venturi-Rohr liefert:
mG - mL + mK

Hinweis: Die vereinfachte Kontinuititsgleichung mit Querschnittsflaichen und Geschwindigkeiten
alleine ist auf Grund der unterschiedlichen Dichten nicht anwendbar.



Fiir die Massenstrome gilt 1m; = ini, also:
i = pVi = pronds
mg = pkVk
me = pcVa

Der Gemischvolumenstrom Vg ergibt sich aus der Drehzahl n und dem effektiven Gesamthubvo-
lumen Vy:

VG = TLVH

Hinweis: Diese Formel gilt fiir Zwei-Takt-Motoren. Fiir Vier-Takt-Motoren ist noch der Faktor 1/2
voran zu stellen.

Somit ergibt sich:

pcnVy = mg |pVi > 0
me . ) .

=>n= |mG = my, + mg einsetzen

pcVa

my, + g .. .
> n=— |Massenstr0me einsetzen

pcVa

procAr + px Vi

= —
pcVa

Stationdre Bernoulli-Gleichung von der Umgebung O hin zur Engstelle 2 im Venturi-Rohr, da gut
gerundeter Einlass, nun mit Verlusten:
Do +PLgh0 + 9 UOL = D2 +PL9h2 + 9 UQL + Apog

Annahmen: Wie in a)

Ruhende Umgebung (Standbetrieb): Do = Pa, Vo = 0

Gleiche geoditische Hohe: ho = hs

Geschwindigkeit in Engstelle: vayp > 0

Gesuchte Geschwindigkeit: v =uv.>0
Verluste im Venturi-Rohr:

P %
p02 Cv LU%L Cv = 2
Somit folgt:
A
:>pa:p2+pLU§L+CVpL ; ‘PL>0,UQ,L=—1UL
2 Ay
2
oL Al 2
:>? (A_2> + (v | VL = Pa — D2 ‘UL>O
2 2 —
o= |2 DPa — P2

5]
L (%) + Qv



Stationdre Bernoulli-Gleichung von der Kraftstoffoberfliche im Tank T iiber die Steigrohrleitung
und den Zerstduber hin zum Einlass in das Venturi-Rohr Z, nun mit Verlusten:

PK
pr + prghr + —UT = pz + pxghz + —Uz + A19Tz

2 2
Annahmen: Wie in a)
Tank mit Druckausgleichséffnung: DT = Pa
Tank als groB3er Behilter: vr =0
Geoditische Hohendifferenz: hy—hr=L—nh
Kraftstoffgeschwindigkeit: vz = UK
Verluste im Steigrohr:
Gesamt: Ap{z = Ap{f + Ap{f >0
Rohrreibung: A = \X
ohrreibung Prz 5 g v3
Zerstduber: TZ = Cz PK v3
Damit folgt:
x L
:>pa+nghT:pZ+nghZ+p7Kvl2(+)\ 2 d z+Csz ;
L
= Pa — Pz = pxg(L — h) + 5 (1+)\d+<z) vk
Wie in Teilaufgabe a) gilt:
bz = P2
4V
VK = ——
T

Somit ergibt sich der folgende Ausdruck fiir die statische Druckdifferenz:

SN2
. PK L 4VK
= pa— P2 = pxg(L — h) + 5 <1+>\d+§z) (mﬁ)

8k V2 L
:>pa—p2:ng(L—h)+ f[I;d4K (1"‘)\3"‘{2)

Eingesetzt in die erste Bernoulli-Gleichung folgt die gesuchte Geschwindigkeit der Einstromenden
Luft im Venturi-Rohr vy :

oPK g(L—h)+ ﬁzdz; (1 + /\L + Cz)
L (ﬁ—;) + (v

= UL =

Plausibilititspriifung:

* Je hoher der Verlust im Venturi-Rohr (v T, desto kleiner v |



* Je hoher der Verlust in der Steigrohrleitung (v, A 1, desto groBer muss vy, T sein, damit der
gleiche Kraftstoff-Volumenstrom Vi angesogen wird.

* Das Ergebnis aus Teilaufgabe a) ergibt sich fiir den Spezialfall, dass alle Verluste vernachlis-
sigbar sind, also (v, (z, A — 0.

d) Stromlinie entlang derer die Druckanteile skizziert werden sollen:

z
scharfkantig ~ L, da ZerstiuberabmalBe vernachldssigbar
l g A Da
= —z
el I h
Grof3er Tank PK £8) o iy N i

Verlidufe der Druckanteile von der Oberfliche (I) des Kraftstoffs im Tank bis direkt vor dem Zer-
stauber (I1I):

Ptot

—A
Apn,fn

%KUI% = pdyn(Sm)

Pa pr(Sm) = Pstar(Smm)

pxgL = pgm(slll)

Kriterien an die Skizze:

* Notwendig: Achsenbeschriftung, Bezugspunkte und Druckanteile eindeutig gekennzeichnet
* Umgebungsdruck p, = pk(s;) an der Oberfliche bei I

* Geoditischer Anteil pge,(s) nimmt von I nach IT ab und steigt danach linear im Steigrohr bis
I

* Der dynamische Anteil pqy,(s) steigt langsam von Null bei I bis II und ist danach konstant bis
1

* Der Totaldruck p;.; ist von I nach II konstant und nimmt durch die Verluste Ap*”\(s) linear
von II bis III ab

* Unterdruck bei III pg (sy1) < pa, damit der Kraftstoff aus dem Tank angesaugt wird

Hinweis: Der genaue Verlauf der einlaufenden Stromlinie ist nicht bekannt, so dass eine plausibel
glatte Kurve zwischen Punkt I und II qualitativ ausreicht.



3. Aufgabe

a) Im mit der Wellengeschwindigkeit ¢ mitbewegten Kontrollvolumen V' ist die Strémung stationdr.

Wand stationdre Welle Pa

Kriterien an die Skizze:

* Mit der Wellengeschwindigkeit ¢ mitbewegtes Kontrollvolumen um die Welle skizziert mit
klarer Bezeichnung der Fldchen, die in den Bilanzen verwendet werden.

Skizze zur Kinematik im mit ¢ mitbewegten Kontrollvolumen:

[ Az
\ \ |
i, 7
|w — ¢ P >
| 1 C z
L Kv —
‘ ‘ > T
Kinematik am Einlass bei 1:
V1 = we, absolut bewegt n, = —e, Normalenvektor
Vg, = C€, Relativbewegung A =(z+A2)B Fliche
Ve = (W —C)€, relativ bewegt
Kinematik am Auslass bei 2:
vy = Oe, absolut ruhend Ny = €, Normalenvektor
Va, = C€, Relativbewegung Ay =2zB Fliche
Vo = (0 — )€, = —C€, relativ bewegt

Kinematik der Geschwindigkeiten am Einlass und Auslass sind richtig erkannt und konsistent mit
dem gewihlten Kontrollvolumen.



Stationdre globale Massenbilanz im mitbewegten System:

0 ~
pdV + ja{ p(Vv—vsy)dA=0 ]station'ar, inkompressible Blockprofilstromung
at oV N

=Urel

:>sz U, —Vg,) ;A =0 ‘,0 pi; > 0, Einlass bei 1, Auslass bei 2

—vz rel
= V1 -MA + Uy N4, =0 ’siehe Kinematik mit e, - e, = 1
= (w—c)ée, (—ezx)A1 + (—c)e, - €, 42 =0
= —(w —¢)A; — cAy =0 |Flichen einsetzen
= —(w—0c)(z+A2)B—czB=0 [B>0
= —(w—c)(z+Az)—cz=0

Aus der Massenbilanz folgt:

= —w(z+Az) +er+cAz—ecz=0 c>0
w Az

=
c z+ Az

Mittels der Annahme einer kleinen Amplitude, also Az < z, gilt:

= Az ’Az<<z

=
+ Az
z

=

Q

SRS mlS
(\2|I>N

Hieraus folgt, dass die Wand sich deutlich langsamer als die Wellengeschwindigkeit bewegen
muss, um derart kleine Welle zu erzeugen:

w K

Zusatz: Insofern die Amplitude Az nicht mehr gegeniiber der Fluidtiefe z vernachlissigt werden
kann, gilt:
w Az

1 z+ Az

Aber auch hier gilt mit z, Az > 0:

w<c =w-—c<0

b) Die globale Impulsbilanz in z-Richtung fiir das mitbewegte Kontrollvolumen V' (¢) lautet allge-
mein:
0

— / pv - e, dV +j4 p(v-e,) (v —vsy) “dA = Z F; e, inkompressible Blockprofile
Ot Jy av(t) — :

~~ =Urel

=0 stationér
= pi(®;-€,) (B~ Va,) NA =) Fi-&
% 7



Die linke Seite der Impulsbilanz mit den verbleibenden konvektiven Termen berechnet sich fiir den
Einlass bei 1 und Auslass bei 2 mit p = p; = p» und der vorliegenden Kinematik mit e, - €, = 1
zu:

Z Pi(@z’ : éx)(’TJi,rel : ﬁi)Ai
= p(V1 - €) (Va1 - 1) A1 + p(V2 - €,)(Varel - T2) As
p(we, - €,)((w—c)e, - (—€,)) A + p(0€, - €,)(—ce, - €,) Ay
0

= p(w)[—(w = )]z + Az) B + p(OU~cJZB

= pw(c—w)(z+ Az)B

Die rechte Seite der Impulsbilanz stellt die Summe aller angreifenden Krifte dar, also Volumen-

, Oberflichen- und Linienkrifte dar. Die Gravitationskraft F ist die einzige Volumen- und die
Druckkrafte F und Reaktionskraft der Wand auf das Fluid Fw_>F sind die einzigen Oberflachen-
krifte in x- Rlchtung, da die Stromung verlustfrei ist.

SFe
:Fg'ém+Fp'é$+FW—>F'ém
Die Gravitationskraft F mit dem Fluidvolumen V' im Kontrollvolumen und Reaktionskraft der

Wand auf das Fluid Fw_>p zeigen nur senkrecht zur z-Richtung und sind somit nicht Teil der
Impulsbilanz in z-Richtung.

F,.-e,=—pVge. €, =0
=0
FW%F'é\x:FWHFé\z'é\x:O
~——
=0

Die Druckkraft in z-Richtung errechnet sich allgemein wie folgt, wobei nur die Flichen am Einlass
bei 1 und beim Auslass bei 2 von Null verschiedene Beitrige in x-Richtung aufweisen:

F‘p C€y = / prdA — / po dA |Integrale ausschreiben
Ay A,

2+Az 2+Az
— [ m@Bd- [ m@Bd (B = const
0 0
z+Az
B / [1(0) — pa(O)] ¢
0

Skizze zum Druckverlauf am Einlass bei 1 und beim Auslass bei 2:

N O N !

KV p2(C) <z

4
8



Der statische Druck ergibt sich aus der hydrostatischen Grundgleichung (HGG) in integrierter
Form oder aus der Bernoulli-Gleichung senkrecht zur Stromungsrichtung fiir den Einlass bei 1
und den Auslass bei 2:

p1(¢) = pa + py¢ 0<(<z+Az
(C)_ Pa OSCSAZ
P patpg((—Az) Az<(<z+ Az

Damit ergibt sich fiir die Druckkraft aufgeteilt in die Bereiche 0 < ( < Azund Az < { < z+Az:

F, BAZ@«meﬂ«+B/”Zm@—m@M<

Az

Az z4+Az
B[ pacac+B [ [pac = palc - a2)ac

Az

Az z+Az
B/ w&K+B/ pgAz d¢
0

Az
Az
z+Az

1
- B [5/)9@2] + B[pgAz(]
0

1

= BépgAz2 + BpgAz(z + &7 — %)
1

= nggAzz + BpgAz z

Alternativ kann die Druckkraft auch geometrisch iiber die Fldche des linearen Druckprofils in-
nerhalb einer entsprechenden Skizze zu den Druckprofilen am Einlass bei 1 und Auslass bei 2
bestimmt werden.

Insgesamt ergibt sich somit fiir die Impulsbilanz in z-Richtung unter Beriicksichtigung der Mas-
senbilanz folgendes Ergebnis:

> pil®-e,) (v —va,) mA =Y Fi-e,
i o 1 i
Az

1
= pw(c—w)(z + Az)B = §pgAz2 + BpgAzz |Massenbilanz w = c—
z

A A 1
= pc== (c — c—z) (z4+ A2)B = §pgAz2 + BpgAzz |Az > 0 herauskiirzen
z z
1 A 1
= pc—c <1 — —Z) (z+Az)B = §pgAz + Bpgz
z z
Einarbeiten der Klein-Amplituden-Ndherung Az < z bzw. A — 0:

1 A 1
= pc—c <1 — _z) (z+Az)B = §pgAz + Bpgz !Grenzwert Az = 0bzw. Az < 2
z z

1
= pc—c(1 —0)(2 +0)B =~ 0+ Bpgz |Zusammenfassen mit z > 0
z
= pc?B ~ Bpgz |Zusammenfassen mit p, B > 0
= * =~ gz

Letztendlich folgt mit ¢ > 0 dann der gesuchte Ausdruck fiir die Geschwindigkeit der Oberfli-
chenwelle:

= c=,/9z



¢) Insofern sich die Oberflichenwelle einer flachen Strandkiiste nihert nimmt die Fluidtiefe z allméh-
lich ab und somit sinkt die Wellengeschwindigkeit nach dem hergeleiteten Ausdruck ebenfalls.

Welle nihert sich dem flachen Strand = 2| =c=./gz|

Die Welle bremst somit ab und die kinetische Energie wird in potentielle Energie umgewandelt
(Energiebilanz ohne Verluste), indem sich die Welle auftiirmt, also die Amplitude Az ansteigt.
Infolgedessen kann zudem die Welle nicht mehr als stationir im mitbewegten System betrachtet
werden.

Energie-Bilanz
=

cl

kinetische Energie |, potentielle Energie T = Az 1

Das hergeleitete Modell fiir die Wellengeschwindigkeit ¢ versagt in dem Moment, in dem die An-
nahme zur Herleitung, dass die Amplitude Az der Welle im Verhiltnis zur Fluidtiefe 2 klein ist,
nicht mehr hilt.

Az L z=c# /92

Hinweis: Siehe flache (kleine Amplitude) Schwerewellen bzw. Flachwasserwellen hier.


https://de.wikipedia.org/wiki/Wasserwelle#N%C3%A4herung:_Die_Wellenl%C3%A4ngen_sind_gro%C3%9F_relativ_zur_Wassertiefe

4. Aufgabe

a) Die Froude-Zahl ist wie folgt quantitativ definiert:

(Y (Y
Fr=-=——

c gz

gz Pg=

Die Froude-Zahl kann als Verhiltnis folgender GroBen qualitativ interpretiert werden:

Stromungsgeschwindigkeit "

(Oberflachen-)Wellengeschwindigkeit
B2 kinetische Energie ”
~ geoditische Energie

FI‘ _n

b) Die notwendige Bedingung, damit ein Wassersprung in einer offenen Gerinnestromung entstehen
kann, ist, dass stromaufwirts die Froude-Zahl grofer als 1 ist. Hier:

Fro > 1

c) Bernoulli-Gleichung entlang der Fluidoberfliche in Energiehhenform von O bis 1: Ohne Wech-
selsprung, keine Verluste

HO + Yo = H1 + Y1 + Ah~ ‘horizontal Yo = Y1
= Hy= H, + Ah™ ‘kein Wechselsprung Ah™ = 0
1
= Hy= H; ‘Energiehéhe H, =z + 2—1}3
g

#zo—i-ivg:zlqt—vf
29 29

Kontinuititsgleichung (Globale Massenbilanz) von 0 bis 1 fiir ein Rechteck-Gerinne mit Block-

profilstromung:
vo20Bo = v121B1 ‘mlt Bl, z1 >0
20 By . 21 B,y
= = —— mt{=—,0=—
U1 ) Vo } ¢ % B B,
= bl
M = —
¢B
Definition der Froude-Zahl verwenden, um den kinetischen Anteil an der Energiehdhe umzuschrei-
ben:
1 1 v? 1
—? = —U—Zzl = —Fr?z
2g 29z 2

Damit ergibt sich fiir die Bernoulli-Gleichung:

1 2 1 2
= 2o + §FI'OZO =2z + §Fr1z1



d)

Mit Hilfe der Kontinuititsgleichung, des Verjiingungsverhiltnisses der Kanalbreiten 5 = B; /By
und des Verhiltnisses der Spiegelhthen ¢ = z;/zy wird der unbekannte Term mit der Froude-Zahl
in der Engstelle Fr; mittels der ebenfalls unbekannten Froude-Zahl Fry stromauf ausgedriickt.

2

2 Y0 2 1 1
Friziz r_ 32=Fr332
gz g Cz gz C°B ¢p
~ =~
=21 =Fr2
1 20
= FI'%Zl = Frg@CZO = rgW
Somit ergibt sich folgende Bernoulli-Gleichung, mit der die Froude-Zahl Fr( bestimmt wird:
1 1 Z .
= 20+ §Fr3z0 Czo + Fr?) ngz |mit 29 > 0
1 1
=1 + §FI‘O C+ C2ﬁ2
1 .
:5(1 CQBQ)FrO (-1 |mit (3 # 1
= Frg =2 C_l |mit Fry > 0
1=
= Fro =, [2- __;
¢2p2
Und hieraus folgt:
1 -1 1 1 ¢(—1
Fr? = Fr} P = ¢ mit Fr; > 0

S e N e

b ol (=1
==\ ree 1

Kurzgefasst: Der Ubergang in den iiberkritischen FlieBzustand geschieht kontinuierlich. Ohne
eine Anderung der Sohlenhthe (horizontales Gerinne) und ohne einen Wechselsprung muss die
Energiehohe konstant bleiben, so dass eine Zustandséinderung nur durch eine Anderung von V /B
herbeigefiihrt werden kann. Bei unveridnderten Volumenstrom 1 muss die Kanalbreite ausreichend
verringert werden. Das Verjiingungsverhéltnis der Kanalbreiten § = B; /By muss folglich einen
hinreichend kleinen Wert annehmen, sodass der Grenzzustand erreicht und durchlaufen werden
kann.

Erklirung zum Energiehohendiagramm: Im nachfolgenden Energiehohendiagramm liegt der
Zustand stromab bei 0 auf der Energiehdhenkurve H () mit dem breitenspezifischen Volumen-
strom V /By. Da der Volumenstrom konstant ist, also V' = VO V,, gilt fiir das Verhiltnis der
breitenspezifischen Volumenstrome:

%

B _ B _1
B _ 0
Y BB

Somit folgt fiir den breitenspezifischen Volumenstrom in der Engstelle:



Mittels der nachfolgenden Definition der Energiehohe ergibt sich fiir ein sinkendes (3 ein steigender
Wert fiir den breitenspezifischen Volumenstrom V' / By und somit fiir die Energiehohe H (z1).

()

H =
(Zl) 21+ 2g2%

mit 3] bzw. g T = H(xn)T = H(ziem) T
1

Sobald das Verjiingungsverhiltnis der Kanalbreiten S soweit gesunken ist, dass das Minimum der
Energiehohen-Kurve genau der initialen Energiehdhe H entspricht, stellt sich im Querschnitt 1
der kritische Flie3zustand ein.

Laut Aufgabenstellung ist die Stromung vor der Verengung unterkritisch, also Fry < 1. Die Zu-
standsidnderung lédsst sich daher mithilfe der Kurvenschar fiir verschiedene breitenspezifische Vo-
lumenstrome im Energieh6hendiagramm beschreiben und erkliren.

Kfriterien an die Skizze:
* Notwendig: Achsenbeschriftung, Hauptwinkelhalbierende f(z) = z

* Der Verlauf der Energiehohenkurve fiir BKO und Bll ist qualitativ richtig

e Zustand (zg, Hy) ist unterkritisch eingezeichnet und das Minimum des Verlaufs der Energie-
hohenkurve fiir BLO ist unterhalb von H,.

* Schar der Energiehohenkurven mit steigendem breitenspezifischen Volumenstrom % T ist

ansteigend eingezeichnet

* Das Minimum fiir den kritischen breitenspezifischen Volumenstrom bei 1 Bll beriihrt genau
crit
gerade die initiale Energiehohe H)

Hinweis: Die Zustandsdnderung findet nicht entlang einer Energiehthenkurven statt, sondern durch
den Wechsel zu einer anderen Energiehthenkurve mit dem entsprechenden breitenspezifischen
Volumenstrom V'/ B; als Kurvenscharparameter.



5. Aufgabe

a) Skizze des differentiellen Volumenelements zur Herleitung der Differentialgleichung mit Annahme
der Schubspannugen nach negativer Konvention:

Kriterien an die Skizze:

* Notwendig: Achsen mit Beschriftung
 Kartesisches differentielles Element mit Abmafen dz und dy in richtiger Orientierung

» Relevante Krifte: Schubspannungen und Gravitation

Stationdrer Impulssatz bzw. Impulsbilanz am kartesischen differentiellen Element in z-Richtung:
Die konvektiven Terme auf der linken Seite fallen auf Grund der ausgebildeten laminaren Stro-
mung zu Null weg. Weiterhin sind somit die Schubspannung 7(y) und die Geschwindigkeit in
Hauptstromungsrichtung u(y) alleinige Funktionen in der wandnormalen Koordinate y.

0 = pgsin(a)dzdy dz
+ p(z)dydz — p(z + dx) dy dz
+7(y)dzdz — 7(y + dy) de dz

Die x-Komponente der Erdbeschleunigung ergibt sich dabei aus der Vektorzerlegung der Gravita-
tionsbeschleunigung.

9y /& .gx = |§| sin (Oé> = gsin (a)
Yy ggy = |g| cos () = sin ()

4 9n

X

Auf Grund der freien Oberfliche und der konstanten Dicken beider Fluidschichten in Haupstro-
mungsrichtung ist der Druckgradient in z-Richtung Null, plausibel mittels Bernoulli-Gleichung
und differentieller Impulsbilanz in y-Richtung, sodass sich die Druckterme in der Impulsbilanz in
x-Richtung am differentiellen Element gegenseitig auftheben:

p(z)dydz — p(x +dz)dydz =0



Mit der Taylor-Reihenentwicklung am Entwicklungspunkt mit den Koordinaten (x, y, z), welcher
als Punkt in der obigen Skizze gekennzeichnet ist, gilt:

T(y+dy) =7(y) +dr = 7(y) + d—ydy
Somit ergibt sich fiir die Impulsbilanz am differentiellen Element:

d
= 0= pgsin(a)dzdydz + 7(y) dedz — {T(y) + d_;dy] drdz

d
= 0 = pgsin(a)dzrdydz — d—de dydz
Y

d
=0= [pg sin(a) — d_ﬂ drdydz wobeidrdydz #0
dr )
= Q- p(T(y))gsin(a) # const,

b) Zu beachten ist, dass auf Grund der temperaturabhéngigen Dichte p(7") und des gegebenen Temperatur-

Profils T'(y) die rechte Seite der zuvor hergeleiteten DGL nicht konstant ist. Durch Einsetzten des
gegebenen Temperatur-Profils in das thermische Stoffmodell ergibt das Dichte-Profil p(y):

p(T(y)) = pw[l — B(T(y) — Tw)]
Tw — T,

= p(y) = pw {1—ﬁ(— y y+%—%)}

= p(y) = pw [1 + B(Tw — Ta)c%} # const,, linear mit p(y) 1 fir y 1

Eingesetzt in die zuvor bestimmte DGL fiir die Schubspannungsverteilung liefert:

= 3—; = pw [1 + B(Tw — Ta)%] gsin(a) # const,

Unbestimmte Integration nach y mit pw, 3, Ty, T, = const:

2

7(y) = pw [y + B(Tw — Ta)g_d] gsin(a) 4+ Cy

Randbedingung der freien Oberfliche ohne Oberflichspannungseffekte:

2

= 71(y =d) = pw [d—l—ﬂ(Tw —Ta);l—d] gsin(a) + C4 =0

d
= Cl = —pw {d + B(Tw — Ta)§:| gsm(a)
Somit ergibt sich das Schubspannungsprofil zu:

7(y) = pwgsin(a) {y —dt g > Lo (%2 - d)]




Die Wandschubspannung 7w errechnet sich als:
TW:T(y:yw:O)

Tw — T, {0?
= Tw = pwgsin(«a) {O—d—i—ﬁwT (E —d>]

= 1 = pwgsin(a) [+ 51 (<)

—d
Tw — T, .
= Tw = —pwgsin(a)d [1+BWT <0 mitTyw >T,0<a<

| A

Skizze des Schubspannungsprofils:

Kriterien an die Skizze:

* Notwendig: Achsenbeschriftung, eindeutige Kennzeichnung der Wand und freien Oberfliche
* Der Verlauf von 7(y) ist eine Parabel 2ter Ordnung mit richtiger Orientierung
* Randbedingung an der freien Oberfliche 7(y = d) =0

Hinweis: Die Skizzen des Temperaturprofils 7'(y) und des Dichteprofils p(y) sind nicht gefordert,
aber fiir die Verstidndlichkeit und Vollstindigkeit mit skizziert.

¢) Mittels des mechanischen Stoffmodells ergibt sich aus der differentiellen Impuslbilanz die DGL

zur Bestimmung des Geschwindigkeitsprofils. Nach negativer Konvention fiir die laminare ausge-
bildete Stromung lautet das mechanische Stoffmodell eines Newton’schen Fluids:

T =

Eingesetzt in die zuvor hergeleitete Schubspannungsverteilung 7 ergibt sich mit n > 0 die DGL
fiir die Geschwindigkeit w:

du . . TW - Ta y2
gy P sin(a) [y d+f—F5— (E d)]

L du_ pwgsin(e) £ ST =T (v,
dy n 2 d

Unbestimmte Integration nach y liefert:

: 2 T _Ta 3
u(y)z—%m(‘“) {%—dwaT (y——dy)] + 6



Mittels der Randbedingung zur Wandhaftung ldsst sich die Integrationskonstante bestimmen:

u(y=0)=0
_ oy = _pwgsin(e) [0° ST =T (00 _
= u(y=0) = p [2 d0+ 3 5 3 d0 )| +Cy = Ch
:>02:0

Somit erhilt man das Geschwindigkeitsfeld u(y) zu:

uly) = - gy g T (2 - )]

n 2 2 3d



6. Aufgabe

a) Stromlinien-Differentialgleichung in kartesischen Koordinaten mit dzg, u(zs, ys|t) # O:

udys = vdxs
N dys  v(ws,ys|t) sationsr v(Ts,Ys)
des  u(ws, ys|t) u(zs, ys)

Mittels der gegebenen Stromlinie kann die linke Seite der Stromlinien-DGL bestimmt werden:

0
2 2
= dys — d(azs + C) - ad(xS) + d = 2axs |a,C’ = const
d.CES d[Es d.CES xS

Somit ergibt sich:

= 2axs = M a,rs,u(zs,ys) # 0, v(xs,ys) gegeben
U(l’syys)
U(IESJJS)
= u(xs,ys) = “ars

b) Kernaussage: Die Bernoulli-Gleichung ist ein Ausdruck der volumenspezifischen (= pro Volu-
men) mechanischen Energiebilanz entlang einer Stromlinie (regional), also fiir jeden Punkt auf
einer Stromlinie zu allen Zeiten. Insofern Verluste, Arbeitsterme und instationire Effekte vernach-
lassigbar sind, entspricht die Bernoulli-Gleichung einer Energieerhaltung entlang einer Stromlinie.

instationar

rot. rot. A
o~ P po o~ P po > Ov
P P9+ v —Swiri + Aply = pa +D9zm + Svi —swirs 4+ App, +p/ —ds VteT
N~~~ 2 2 —_—— =~ 2 2 —— 1 ot
stat. dyn Arbeit stat. dyn Verlust

Terme qualitativ interpretieren:

* Statischen Druck p; und geodétischen Druck pgz;
* Translatorisch dynamischer Druck gvf und rotatorisch (Scheinkraft) dynamischer Druck —£w?r*

277
* Arbeitsdruck (z.B. Pumpe) Apr und Verlustdruck (z.B. Reibung) Apy

« Instationirer Druck p ff % ds

¢) Skizze nach positiver Konvention:

scherverdickend ¢ > 1

.
A / Newtonsch e = 1
]

AY=1 ccherverdiinnend 0 < ¢ < 1

Y
2.




d)

Kriterien an die Skizze: Folgende Verldufe sind qualitativ richtig.

* Newtonsches Fluid, wie 7 = 77y mit = const

* Scherverdiinnendes Fluid, wie 7 = ksgn(¥)|¥|° mit0 < ¢ < 1,k = const

* Scherverdickendes Fluid, wie 7 = ksgn(¥)|¥|° mit 1 < e,k = const

* Bingham-Fluid, wie 7 = sgn(¥)7 + n7 fur |7| > 79, sonst ¥ = 0 fiir |7] < 79 mit = const

Hinweis: Die Skizze des ersten Quadranten ist ausreichend. Die Signum-Funktion sgn(...) gibt
lediglich das Vorzeichen zuriick.

Das gegebene mechanische Stoffmodell fiir die Schubspannung wird folgendermafen umgeformt,
um mittels Koeffizientenvergleich die dynamische Viskositit 7 zu ermitteln.
d d
T=Cy /50 mit=— >0
dy dy
2
1 du 1 du
=7=0—= — | =C—— — =n(¥)A
T - ( dy) o n(y) ¥
\/ dy \/ dy ~~~
~—— ()
n(y)
1 1
= (7)) = C—= = C =
Vg

dy

Mittels des ermittelten funktionalen Zusammenhangs zwischen Schergeschwindigkeit v und der
dynamischen Viskositét 7, kann nun die Art des nicht-Newtonschen Fluids bestimmt werden. Bei
steigender Schergeschwindigkeit 4 nimmt die dynamische Viskositit 7 stetig ab. Somit handelt es
sich um ein scherverdiinnendes (strukturviskoses) Fluid.

1
41 =mn(y) =C—] = scherverdiinnendes (strukturviskoses) Fluid

vy

Die Reynoldssche Zerlegung beschreibt die StromungsgroBe f als Summe aus zeitlichem Mittel-
wert f und Schwankungsanteil f’, wobei die Argumente 7 fiir Orts- und ¢ fiir die Zeitabhidngigkeit
stehen.

f('F7t) = f(F) + f/(’Fv t)

Die Reynoldssche Mittelung ist durch die zeitlich-integrale Mittelung iiber ein hinreichend langes
Zeitintervall At nach folgender Definitionsgleichung gegeben.

f(#) = lim L / o f(7 1) dt

At—00 At to

Mit der Hilfe der Rechenregeln fiir die Reynoldssche Mittelung kann der gesuchte Ausdruck wie
folgt hergeleitet und vereinfacht werden, wobei im Allgemeinen f’¢’ 2 0 gilt:

g=+1G+9) |ausmultiplizieren
=f9+/'g+Fd+ g |Additivitita + b=a +b
= E +fg+fg+[9 |7 und g zeitlich konstant und? =f.
=fg+fg+fg+fyg |f'.g’=0und f'g’ # 0
0 0
—Fg+ PG+ TT+ g
= fg=Fg+[yg



