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1. Aufgabe

a) Statische globale Impulsbilanz (Kriftegleichgewicht) in z-Richtung um den gesamten
Ballon fiir den Zustand 1, wo sich der Ballon am hochsten Punkt mit der maximalen
Nutzlast my befindet und bleibt:
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Da die Zustandsinderung von Dichte und Temperatur iiber die Ballonabmale gegeniiber
der Steighohe zu vernachlissigen sind, wird die Auftriebskraft des Ballons im Zustand 1
bei der Steighthe z; nach dem Satz von Archimedes berechnet:

FA,1 = pPL1 Vig
Gewichtskrifte:
Nutzlast: Fy = mng
Ballon: Fg = mgyg
Gas: Fo =mgg

Somit ergibt sich:

0= prL1V1g — mng — mpg —mag |mitg # 0
= myN = p,1V1 — mp — mg

b) Die gegebene statische lokale Impulsbilanz fiir ein Fluid der Dichte p lautet:

9 _ _
az_ pg

Fiir die polytrope Atmosphire gilt die polytrope Zustandsgleichung pp™" = const mit
Polytropenindex n = const. Hiermit konnen die Dichte p = p(z) und der Druck p = p(z)



bei der beliebigen Hohe 2z mit den Zustinden am Boden bei der Hohe 2z, das heif3t Dichte
po und Druck py wie folgt in Beziehung gesetzt werden.

Do

p(z) = ()22 > 0
Po
L 1
pPA\" pr
:>p=,00(—) =po— >0
Po g

Einsetzen in die statische lokale Impulsbilanz liefert mit der Randbedingung p(zy) = po
bzw. p(z0) = po:
Hinweis: Bei der nachfolgenden Losung ist n = 1 ausgeschlossen. In Kombination mit

dem idealen Gas-Gesetz ergibe sich sonst die barometrische Hohenformel fiir eine iso-
therme Ideal-Gas-Atmosphire.

1. Weg
dp _ 9 Po } ‘
—=—1p"(2) = |=-— Kettenregel
5 = 9, [p (2) o Py g
~—
=const .
0
np”’l—p@ = —pg ‘Trennung der Variablen
0z pg
= np" 2 0p = — g% 0z ‘Integration von zg nach z
/P(Z):P 2 e /Z pg B ‘ ) p107, B
= np" “0p = —g— 0Z |mit g— = const,
p(z=z0)=po 20 Do Po
p o[ '
= / np" 2 0p = —gp—o / 0z ‘Integranon
PO 20
= n —n—1 ’ _ pg o d :
p = —g— (2 — z0) |Rénder einsetzen
n—1 20 Po
- =t = i (z —20) |Umstellen nach p = p(z)
— L e el G p=p(z
1 on
= p" =t — n gp—0 (z — 20) ’Ausklammern von pj !
n Po
—1
= p" =0t 1 - n g@ (z — 20) ’Potenzieren ...ﬁ,p >0
n Po
n—1 po =

9—(z - ZO)] ey




2. Weg

1

0
@p_ popl g ‘Trennung der Variablen
0z
Po
——
=p
1 .
= —0p= _pof 0z ‘Integratlon von zp nach z
pn 125
p(z)=p z
:>/ ]_9_% 0]_9:/ _pog 0z ‘mit polg = const,
p(z=20)=po 20 poE
p
= 1_9“ Jp = pog ‘Integration
[40]
1 p
= L - 1_91_711} = pog (z — 20) ‘Rander einsetzen
T n Po po
e n—1
n pTl — D" } = pog (z — 20) ‘Umstellen nach p = p(z2)
n—1
Po
n—1 =1 n—1pyg n-1
=pn =p," — 1 (z —29) |Ausklammern von p,"
py

(z — Zo)} ‘Potenzieren Lap>0

no1 o=l n—1pog
SR s

n — 1 n—1 . n p
=) = 1= )| i) = )2
Do Po
— 1 n:LI
= p"(2) = py {1 _ g@ (z — Zo):| ’Potenzieren ...%,p >0
Do
1 =
n — p n—
= o) = | !z - ) n

Gleichung (1) aus Weg 1 oder 2 formuliert fiir die Dichte der Luft py, ; in der Hohe 2;:

n—1 n-l
PL1 = pL(z = 21) = PL,0 [1 - QM (21 - Zo)}

Hinweis: Sowohl die Luft als auch das Fiillgas des Ballons mussten nicht als ideales
Gas angenommen werden, da wir die polytrope Zustandsidnderung als Annahme fiir die
Atmosphire verwenden. Um die Temperaturverteilung 7'(z) zu bestimmen, muss aber
eine weitere thermische Annahme wie das ideale Gas getroffen werden.



¢) Globale Massenbilanz um das Fiillgas im Ballon. Da der Ballon geschlossen ist, gibt es
keine konvektiven Massenstrome aus dem Ballon, so dass der Ballon ein Kontrollsystem
ist:

d h
e _ g )Integration / dt

= mg,1 — Mg, = 0
= mg = Mg = Mg ‘homogene Dichte mq; = pgiVa.i

= paoVo = paaiVi
N E __PGa

Vi pao

Da der Zustand des Gases im ideal schlaffen Ballon, also Druck und Temperatur, zu
jeder Zeit dem Zustand der Atmosphire entspricht, also pr(z) = pg(z) und T1,(z) =
Ta(z) Yz € [20,21], und das Fiillgas als ideales Gas angenommen wird, erfihrt die
Dichte des Fiillgases pg ebenfalls eine polytrope Zustandsdnderung fiir zp < 2z < 2;:

pa = pals ¢Tq
ygel

pa st polytrop, da pq, T polytrop sind

Hinweis: Die Annahmen, dass der Ballon ideal schlaff und das Fiillgas ein ideales Gas ist,
helfen lediglich dabei zu schlussfolgern, dass sich die Dichte des Fiillgases polytrop mit
der Atmosphére dndert, ohne dass das ideale Gasgesetz fiir das Fiillgas im Nachfolgenden
genutzt werden muss.

Mittels der in Gleichung (1) hergeleiteten polytropen Zustandsénderung fiir das Fiillgas
kann nun die maximale Steighthe z; bestimmt werden:

v1 B PG,0

Vi —1 n-1
- 0 PG,1 [1 _n PG,0 (2’1 B Zo)}

n PLo
o\ ! n—1 pao
= | — =1-— ki _
(%) w9 (1A
n—1 pgo (%)"‘1
= — (1 —2)=1—-| —
w9 1T %) i

n—1
n Vi ) m
= 21 = %0+ PL.o [1 - (—0) ‘mlt PGo = -

n—lng,o Vi Vo
n—1
n prLoVo Vo
= 21 =29+ o (11— =
ST T gme (V1> ]




2. Aufgabe
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a) Bernoulli von Punkt 1, der Wasseroberflaiche im Becken, iiber die Rohrleitung und die
Pumpe nach Punkt 2, der Wasseroberfldche im offenen Tank:

v3 2 9v
D1 +pgh1 +p_ —f—ApArbelt = s +pgh2+p_ +ApVer1ust +p ~ds
2 2 . Ot

Annahmen laut Aufgabenstellung und eigene Konventionen:

* Offenes Becken und offener Tank: p1 = ps = p,
e Konvention: Hohennullniveau bei 1, so dass h; = 0und hy = h

Sehr groBes Becken: v; = 0

Sehr groBer Tank, also Ay — 00: v9 =0
e Stationdrer Betrieb: p f1 % ds =0

Arbeit

¢ Pumpenleistung pro Volumenstrom vorhanden: Apy'y>*" = Appympe > 0

* Stromungsverluste vorhanden: Apve““t Apvertust > 0

Daraus folgt:
= ApPumpe = pgh + ApVerlust

Die gesamten Stromungsverluste setzen sich aus den folgenden Teilverlusten fiir den Ein-
tritt, die Kriimmung, die Rohrleitung vor und nach der Pumpe und den Austritt zusammen:

2
2 : Ui
Ap\/erlust =p ' Cz?

vl 2le v? lv v?
- in;n c o A L ou —
p(g2+d2+§ +d2+<t2)



b)

Dank der Kontinuititsgleichung und der Gleichheit aller Querschnittsflichen der Rohrlei-
tung, das heiBt A, = Ay, = A. = Ao = A = td? /4, gilt:

V= Ainvin = ALUL = ACUC = Aoutvout

= Vip = U, = VU =V —U—K—4V
in — VL — V¢ — Vout — _A_T[d2
Somit ergibt sich fiir Gesamt-Stromungsverlust:
31\ v? V2 42y 812
= A erlust — in B ou A— _ tot © tot _ tot
Pertust = 1 w—i_ d ] 2 pS 9 A2 8 o2 dh 28 sy}
=(
:E:ot

Insgesamt muss folgende Druckdifferenz iiber die Pumpe bereit gestellt werden:

31\ 8V2
= ApPumpe = Pgh +p <C + AE) 24
Die Wirkungsgrade sind wie folgt definiert:
Pm PPum e
e — d m — — e
7 2) und 7 P

Damit ergibt sich fiir die elektrische Leistung, die zum stationidren Betrieb der Pumpe
notig ist:
Pe _ PPumpe

NeThm

Die Druckédnderungsleistung des inkompressiblen Fluids iiber die Pumpe entspricht der
Pumpenleistung mit:

PPumpe - ApPumpeV
Das Endergebnis erhilt man mit dem Ausdruck aus a):
[,ogh +p(C+ 22 EX;} 1%
NeTlm

e

Der fluiddynamische Wirkungsgrad der Rohrleitung g ohne Pumpen-Getriebe-Wirkungsgrad
Nm und ohne elektrischen Wirkungsgrad 7, errechnet sich zu:

pghV _ pghV — _ pgh pgh p20 gh
PPumpe ApPumpeV ApPumpe pgh + ApVerlust gh —+ (C —+ A%) 8v2

m2d4

Nt =

Plausibilitatspriifung: Insofern keine Verluste auftreten, also Apyerust = 0, ist der fluid-
dynamische Wirkungsgrad ideal 7, = 1 und fiir reale Verluste Apyenust > 0 gilt 0 <

Mg < 1.




d) Der Gesamte Wirkungsgrad ist somit:

I — Pﬁirrl;l‘;fei _ pghV _ Nutzen
fdlmfe P, P.  Aufwand
ghnmMNe

== 1\ 8V2
gh+ (C+ A7) =@




3. Aufgabe

a) Fiir den Impulssatz wird folgendes gestrichelt gekennzeichnetes Kontrollvolumen um das
Fluid im Strahl betrachtet. Fiir ein besseres Verstindnis der Krifte die zwischen Fluid und
Platte wirken, ist zudem §as Kontrollvolumen um die Platte und die durch den Schnitte
sichtbar gemachte Kraft F gegeben:

KV um die Platte

Wichtig: Die Skizze des Kontrollvolumens muss konsistent mit der Impulsbilanz sein.

Alternative: Es kann auch direkt ein Kontrollvolumen um die Strahlen und die Platte
gewdhlt werden.

In z-Richtung, also Skalarmultiplikation mit €., liefert die globale Impulsbilanz:

-~ N N ! =
= —pU()B()T Vo - €, —f—,OUlBlT V) - €, —f—pUngT Vo €, = F - €, —ng €, €E,

—— N—— N N — N——

=—"0 COs & =0 =0 =F/ -0

= pvj cos(a)ByT = F!

Damit folgt fiir die Kraft von der Platte auf das Fluid pro Tiefenausdehnung:

F//
Tx = pvi cos(a) By
Die horizontale Kraft vom Fluid auf die Platte F" ist betraglich gleich der Kraft F’", aber
wie in der Skizze gezeigt nach dem dritten Newton’schen Gesetz (Wechselwirkungsge-

=/

setz) entgegengesetzt, das heil3t F=_F"



b)

Da die Stromung im Strahl reibungsfrei und somit ohne Wandhaftung ist, ergibt sich fiir
die vertikale Kraft auf die Platte mit F?)’, = —Fy:

" /

%:0 und Ty:O

Hinweis: Die vertikale Kraft folgt aus der Annahme der Reibungsfreiheit beziehungs-
weise Verlustfreiheit beziehungsweise aus der Impulsbilanz in y-Richtung um die Platte
mit FF = F,e,.

Verlust Arbeit

Fiir eine verlustfreie Ap = 0, arbeitsfreie Ap = 0, stationdre Stromung 9/0t =
0 von Blockprofilen in den Strahlen py = p; = py = pa, horizontalen Strahl hy = h; =
hs, konnen die beiden folgenden Bernoulli-Gleichungen aufgestellt werden:

0
v2 0 v? 0 1o
01 wﬁ%+p§+AW:MQM+p§+W+p/ s
0

= Vg = U1

0
v2 0 v2 0 20
0—2: M£m+p§0+AW:p{£m+P?2+W+p/ - ds
0
= Vg = V2

Insgesamt: vy = v; = v

Hinweis: Die Zustinde bei 0, oberhalb von 0, und 0”, unterhalb von 0, sind auf Grund
der Annahme von Blockprofilen gleich, so dass 0" = 0” = 0 gilt. Aus diesem Grund
werden die Punkte zu 0 zusammen gefasst.

Die Kontinuititsgleichung fiir Kontrollvolumen um das Fluid lautet:

0 v

—/ pdv+7{ p(MUdA) =0
ot Jy oV

———

=0, da stationir

= —voByg+ 1v1B1 + 128, =0 ’mlt Vg = V1 = Vg 7é 0

:>—B0+B1+BQZO
= By = B1 + Bs



Impulsbilanz in y-Richtung um das Fluid im Strahl:

—p’UoBoT ’l_J\O : éy —l—plelT @1 : éy +pUQBQT 1_)\2 . éy = F/ . éy ‘mlt P 7& O, T 7é 0
S—— S—— —— =

=—wvp sin(a) =v1 =—uy =F}=0
= vgsin(a)By + v B; — v3By =0 ’mit Vo =01 =V #0
— sin(a)By + Bi — By = 0 )mit By =By — B

= sin(a)Bo +2B1—By=0
By

= By = 5 (1 —sin(a))

und

B
= B, = 70 (1 + sin(a))

¢) Wie der folgenden Formel entnommen werden kann, ist der Uberdruck iiber die Platten-
flache die Ursache fiir die Kraft, die auf die Platte ausgewirkt werden muss, um die Platte
ortsfest zu halten:

—

F—[| —(p-p)ia
APlatte

Skizze des Ubderdruckprofils Ap(y) = p(y) — p. iiber die Platte fiir o« = 0




Skizze des Ubderdruckprofils Ap(y) = p(y) — p. iiber die Platte fiir o > 0

BQ"

Der Verlauf Ap(y) = p(y) — p. fiir den reibungsfreien Fall ist jeweils in schwarz und
der Verlauf des reibungsbehafteten Fall in rot gegeben. Die strahlteilende Stromlinie ist
gestrichelt gekennzeichnet.

* An den Enden der scharfkantigen Platte muss der Druck glatt, das hei3t ohne Spriin-
ge, auf p(y = y1.) = p, abfallen, so dass Ap(y = y1u) = p(Yy = Yiu) —Pa = 0
gilt.

* Der Verlauf fiir &« = 0 ist symmetrisch zur y-Achse und das Maximum befindet sich
in etwa dort, wo die strahlteilende Stromlinie auf die Platte trifft.

* Der Verlauf fiir « > 0 ist asymmetrisch zur y-Achse und das Maximum befindet sich
in etwa dort, wo die strahlteilende Stromlinie auf die Platte trifft.

* Bevor der Strahl auf die Platte trifft, wird im reibungsbehafteten Fall auf Grund der
Dissipation mechanische Energie, wie kinetische und Druckenergie, in thermische
Energie umgewandelt. Infolgedessen weist der Druckverlauf im reibungsbehafteten
Fall iiber die Platte einen geringeren Uberdruck auf als im reibungsfreien Fall, so
dass die Gesamtkraft ebenfalls geringer ausfillt.

Hinweis:

« Die Kraft F auf die Platte kann iiber ein orientiertes Oberflichenintegral des Uber-
drucks Ap iiber die Plattenfliche berechnet werden. Dafiir ist aber die Kenntnis der
Stromung innerhalb des Kontrollvolumens notig, die durch lokale Bilanzen errech-
net werden konnen.

* Bei Verwendung der globalen Impulsbilanz ist keine Kenntnis der Stromung inner-
halb des Kontrollvolumens notig, dafiir miissen aber die An- und Abstromverhélt-
nisse (Kinematik) bekannt sein.



4. Aufgabe
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Hinweis: Da das U-Boot als unendlich ausgedehnt angenommen wird, wird die Strémung als
zweidimensional betrachtet und kann als eine Rechteck-Gerinnestromung analysiert werden.

a) Annahmen:

* Bei vernachlissigbarer Oberflachenspannung herrscht Atmosphirendruck direkt ober-
halb und unterhalb der Wasseroberfliche: py = p1 = p2 = pa.

Gegebene bzw. gemessene Driicke an Oberseite der Front pr und an der Bodenseite
bB
Arbeitsfreie Stromung: ApA™eit = ()

Verlustfreie Stromung: ApVerlust = ()

Stationdre Stromung: % =0

inkompressibles Fluid p = const

Bernoulli von Punkt (' unterhalb der Wasseroberflidche bis zur Bodenseite des U-Boots bei

Punkt B entlang einer Stromlinie mit der hydrostatischen Beziehung py = p. + pg(ho —
H):

0 0 0 0 (B 9
p p
P + pghe + 2V + ApSEET= p + pgbts + U + Apy =745

Da es sich zudem um eine rotationsfreie Stromung handelt, kann der Bernoulli auch direkt
von 0 an der Wasseroberflidche bis zur Bodenseite des U-Boots B entlang einer beliebigen
Kurve aufgestellt werden:

Da o0 H S | R )
po pgho + Sud + AT po + pgbi+ Suf + ApSEETE | _pds



b)

Daraus folgt:

:>UB:\/U(2]+2pa;pB+29(hO—H)

Annahmen:

* Blockprofile mit v; = const 4, bei jeder durchstromter Flidche A;
» Zweidimensionale Stromung mit Kanalbreite B und v = constp
* Wasseroberflache und Grund undurchlissig

* inkompressibles Fluid p = const

Stationdre Kontinuitédtsgleichung fiir das Kontrollvolumen KV ;:

’UohoB — UQZQB — UBHB =0

Mit den breitenspezifischen Volumenstrom ¢ = vz, und B # 0 ergibt sich:

= q = ’Uoho —UBH

Bernoulli von 1 an der Wasseroberflidche bis F an der U-Boot-Front oder Hydrostatik:

2 0
Zl Ul F
Pa 1% 0 0 P _ 0 0
prtpghd + gV TAPITE= pr A+ pgz T 5%/+APH/F'+ 5748
=2 = PF — Da
Py

Hinweis: Ein Bernoulli von 0’ nach F beinhaltet die unbekannte Wasserspiegelhohendif-
ferenz zwischen 0 und 1. Infolgedessen hilft dieser Bernoulli nicht dabei, die Aufgabe
direkt zu 16sen.

Gerinnestromung von 1 nach 2, also Bernoulli entlang der Wasseroberflache von 1 nach
2:

HES = HE® + Ayt ‘kein Wassersprung von 1 nach 2: AhYS" =

1—2
2 2
Q Ul U2 .. . .
W+ 2+ Cyt Yo + 2o + o )krltlscher Zustand bei 2: Hy = H;,
g Y
:Hmin
Daraus folgt:
02
:>y2:zl+_1_Hmin (2)

29

Mit einer stationdren Kontinuititsgleichung fiir das Kontrollvolumen KV, ergibt sich ein
Ausdruck fiir vy:

Ulle — ?)QZQB =0
22 q
= V1 = —VUy = —
21 <1



Einsetzen der gegebenen Beziehungen im Hinweis wie H,;, = %zgr = 33/ % in Glei-

2
2 2
q 3.,/q
TN S
e 2921 2\/9

Mit z; = ’% und g = vohg — vg H ergibt sich schlieBlich:

chung (2) liefert:

= Y2 = -+ - = .

_ pr—Pa , (voho — vgH)?p%g 3 ,/(voho — vgH)?
rg 2(pp — Pa)? 2

c) Skizze des Energieh6hen-Diagramms von 0 nach 4 entlang der Wasseroberfliche:

H

Hges

Zgr

————— unterkritischer Bereich

Kriterien an die Skizze

* Achsenbeschriftung H als Ordinate und z als Abszisse, und Hauptwinkelhalbierende als
Asymptote fiir z — oo

¢ Qualitativer Verlauf von 0 iiber 1 bis zum Minimum bei 2 reversibel zuriick, also ohne
Verluste/Dissipation in einem Wassersprung



5. Aufgabe

a) Skizze des differentiellen Volumenelements zur Herleitung der Differentialgleichung mit
Annahme der Schubspannugen nach negativer Konvention. Hier gibt es Moglichkeiten
einmal am allgemeinen Element in Zylinderkoordinaten (Kuchenstiickelement) oder am
Ringelement, da das Problem rotationssymmetrisch ist und somit 9/9¢ = 0. Nachfolgend
wird exemplarisch das Element in Zylinderkoordinaten in der z-r-Ebene in der oberen
Hilfte des Rohrs herangezogen.

Stationdrer Impulssatz bzw. Impulsbilanz am zylindrischen differentiellen Element in x-
Richtung: Die konvektiven Terme auf der linken Seite fallen auf Grund der ausgebildeten
laminaren Stromung zu Null weg.

0=p(x,r)rdrdp —p(z +dz,r)rdrde
+7(z,r)rdpdr — 7(z, 7 + dr)(r + dr)depdx
Hinweis: In Zylinderkoordinaten ist der obere Radius mit dem hier gewihlten Entwick-
lungspunkt r + dr.

Auf Grund der Rotationssymmetrie sind alle Stromungsgrof3en beziiglich des Umfangs-

winkels ¢ konstant, also zum Beispiel u = const, bzw. % = 0. Nach Integration iiber

den gesamten Umfang des differentiellen Elements, also |, 027[, erhélt man die Impulsbilanz
am differentiellen zylindrischen Ringelement als Spezialfall.

= 0=2np(z,r)rdr —2np(z + dz,r)rdr
+2nr(x,r)rde — 2n7(x,r +dr)(r + dr)de
Mit dy # 0 beziehungsweise 27t # 0 folgt:

= 0=p(z,r)rdr —p(z+dz,r)rdr
+7(z,r)rde — 7(x,r +dr)(r+dr)de



Mit der Taylor-Reihenentwicklung am Entwicklungspunkt mit den Koordinaten (z, ),
welcher als Punkt in der obigen Skizze gekennzeichnet ist, gilt:

o) 0
px +dz,r) =p(z,r) +dp(z,r) = p(x,r) + a—i(:c, r)dz + —p(:c,'r) dr

or
T(z,r+dr) =7(x,r) +dr(z,r) = 7(z,7) + %(m,r} dz + ?(m, r)dr
x r

Unter Vernachlédssigung der Gravitation, also g = 0, ist der Druck unabhéngig von r und
¢ und somit eine reine Funktion in x, also p(x). Diese Erkenntnis kann mit Hilfe einer
differentiellen Impulsbilanz in r-Richtung nachgewiesen werden, also Op/0r = 0. Eben-
so soll laut Aufgabenstellung angenommen werden, dass die Schubspannung 7 eine reine
Funktion in 7 ist, also 7(r) und 07/0z = 0. Somit kann die Taylor-Reihenentwicklung
wie folgt geschrieben werden:

(o + o) = p(r) + dplr) = pla) + L (2) do

T(r4+dr)=7(r)+dr(r) =7(r) + dr r

Somit ergibt sich fiir die Impulsbilanz am differentiellen Element:

0=p(x)rdr— {p(m) + g—p

i

() dx] rdr

r(r)rdz — [T( ) + j (r )dr} rdo

r

Nach Ausmultiplizieren der Klammern und Zusammenfassen der Terme ergibt sich:

O:—d—rdrdx—fdrdx—d—rdrdx—d—(dr ‘mltdrdxséO
dx dr dr
#O:—@T—T—d—TT—d—dr ‘mitdr—>0undr>0
dx dr dr
—>0
d d d 1d
—0=-L T ‘mit der Produktregel T + S —ﬂ
de r dr r r r dr
0 _dp 1d(r7)
de r dr
b) Die zu l6sende Differentialgleichung lautet:
tdtrr) _ dp
rodr  dx
d(rr)  dp
= Cdr _rdx

1. unbestimmte Integration nach r mit g—i = const,:



r2dp

TT:—antCl mitr >0
rdp O
:T(T)Z—EE—{—T

1. Randbedingung: Schubspannungsfreiheit auf der Zylinderachse fiir r — 0 (Rotations-
symmetrie des Geschwindigkeitsfelds eines Newtonschen Fluids)

T(r—=0)=0=C,=0

Das mechanische Stoffmodell eines inkompressibles Newtonsches Fluids nach negativer
Konvention lautet fiir ein Stromungsfeld, welches nur von der radialen Richtung abhingt
(laminare Stromung):

_du
ndr

T =

Einsetzen des mechanischen Stoffmodells ergibt:

L du o dp
ndr— 2dx

du r dp

= — = —-=
dr 2ndx

2. unbestimmte Integration nach r mit j—g = const,.:

r? dp
= =——+C
u(r) 4n dx 2
2. Randbedingung: Wandhaftung bei r = R mit ortsfester Wand
1 dp
=R =uy=0=Cy= —— ——R?
u(r )=u 9 Irde

Somit ergibt sich fiir das Geschwindigkeitsfeld w(r) als:

o= G

Da es sich um eine voll ausgebildete Stromung handelt, also du/0x = 0, kann der Druck-
gradient iiber folgende lineare Beziehung errechnet werden:
_P1— P2

d _
£ = P - P 7 = const, plausibel wenn < 0

Das Endergebnis ist ein parabolisches Profil:

2y — 2
u(r)—iuhi) —1] >0 fur0<r<R

n L R
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c) Die Wandschubspannung 7, als die Schubspannung, die vom Fluid auf die Wand wirkt,
errechnet sich aus der Schubspannung von der Wand auf das Fluid an der Stelle r = R

wie folgt:
_ E P2 — D1
2 L

Die mittlere Geschwindigkeit u,, ist definiert als:

Uy = % hier mit A = R?

Der Volumenstrom errechnet sich aus dem Geschwindigkeitsfeld iiber den Querschnitt A
mitdA =ndA=¢e,dAund v = u(r)e,:

V= /v dA = / ez dA = / / r)rdrde ‘mltu—const
=V = / dgo/ Tdr—27t/ w(r) rdr
0
—271

R p2 4 Rp.3
- Repy—p1 [ /72 ﬂRpg—pl/ r r
—om [ BB ol = TR [
=V “/0 m L [R ]TT o L )y |RT R
—_——

=const,

L el 1(1)‘21(1)”
2n L |4\R/ 2\R
. R4 p, —
:>V:—7T—u>0 fiir p; > po
8n L

Damit ergibt sich fiir die mittlere Geschwindigkeit w,,:
R? b2 —P

> (0 fi >
877 L ur p; > p2

Um = —

d) Der Rohrreibungsbeiwert ist iiber die folgende Gleichung mittels des Druckverlusts ApYertust

definiert:



Ap\/'erlust =P — P =

In der vorherigen Aufgabe wurde ein Ausdruck fiir die mittlere Geschwindigkeit herge-
leitet, der wie folgt umformuliert wird:

e — _R_2p2 — P
" 8n L
8nL ) . p
& pr— P2 = ﬁum erweitern mit §um
16nL p o R=% n Lp,
Sp—pr= “u? =" 64 —
pr—pz R2pum2um PUm D D2um
N——
:RGD
A

Mit der Definition der Reynoldszahl Rep und Koeffizientenvergleich mit der Definition
des Druckverlusts liefert einen Ausdruck fiir den Rohrreibungskoeffizienten \:

64

" Rep

Hierbei handelt es sich um den Rohrreibungskoeffizienten fiir eine laminare, voll ausge-
bildete, stationédre Stromung eines Newtonschen Fluids durch ein Kreisrohr ohne Einfluss
der Gravitation nach Blasius. Siehe auch Hagen-Poiseuille-Stromung.

e) Insofern der Einfluss der Gravitation iiber die radiale Ausdehnung nicht vernachléssigt
werden darf und es sich nach wie vor um eine stationdre, laminare, voll ausgebildete
Stromung handelt, somit u(r) und 7(r) gelten, kann der Druck nicht mehr eine reine
Funktion in z sein. Der Druckgradient dp/Jx ist nach wie vor unabhingig von x, damit
die Stromung voll ausgebildet ist. Rechnerisch zeigt sich sogar, dass der Druckgradient
Op/ Oz konstant ist wie zuvor.



6. Aufgabe

a) Nachfolgend ist eine qualitative Skizze des Moody-Diagramms gegeben:

lg(A)

%» Turbulent technisch rauh

Turbulent vollkommen rauh

el

= Transition Turbulent glatt

| Blasius laminar

» lg(Rep)

Kriterien an die Skizze

* Achsenbeschriftung Reibungsbeiwert lg(\) oder A als Ordinate und Reynoldszahl
lg(Rep) oder Rep = % als Abszisse

* Qualitativer Verlauf der Kurven fiir den laminaren und turbulent glatten Fall

e Qualitativer Verlauf fiir den turbulent technisch rauen und turbulent vollkommen
rauen Fall mit der Kurvenschar, die mit der dimensionslosen relativen Rauheit &/ D
parametrisiert ist. Hierbei ist k4 die dquivalente Sandrauigkeit als eine Langeneinheit.
Der kleine nach oben zeigende Pfeil gibt an, in welche Richtung der Wert von &g/ D
fiir die Kurvenschar zunimmt.

b) Fiir den Druckverlust ApVe''st gilt die Darcy-Weisbach-Gleichung:
Ap\/erlust =P — Py =

Fiir den Reibungsbeiwert fiir eine stationére, laminare (0 < Rep < 2300), voll ausgebil-
dete, inkompressible Kreisrohrstrémung nach Blasius gilt:

64 1
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Einsetzen liefert fiir das gleiche Fluid, also 7, p = const unter Verwendung der Kenntnis

der Reynoldszahl Rep = %:

64 Lp , 64 Ln* p*u® D?

_— U —

Rep D2 ™ Rep2D3p n?
——

_na2
=Rep,

ApVerlust —

B 32Ln?
=3,

Rep ~ Rep dan,L,D,p = const

Auch wenn der Reibungsbeiwert A mit der Reynoldszahl Rep hyperbolisch mit erster
Ordnung abnimmt, nimmt der Druckverlust insgesamt linear mit der Reynoldszahl Rep
im laminaren Fall zu.

c) Fiir stationdres Stromungsfeld ¥(7) = const; stimmen Stromlinie, Bahnlinie und Rauch-
linie tiberein.

d) Ansatz von Boussinesq fiir die turbulente Schubspannung mit der turbulenten Viskositét
U

_ )
Tt:ﬂ:_pu,vlzma_;‘ VP eV VteT

Ansatz der Prandtl’schen Mischungsweghypothese fiir die turbulente Viskositit mit dem
mittleren Mischungsweg [:

ou

VFeVVteT
dy

N = PlQ




