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1. Aufgabe

a) Ohne Ölfilm: G = A

πr2%SgDπ =
1

2
πr2%WgDπ

→ %S =
%W
2

b) Druck auf der Unterseite des Schlauches:

pu = pa + hmax%Ölg + (2r − hmax)%Wg = pa + r%Wg

→ hmax =
r

1− %Öl
%W

=
8

5
r

c) Volumenkonstanz für D � r: VÖl =
D2π

4
hmax =

mÖl

%Öl

→ D =

√
mÖl

%Öl

4(1− %Öl
%W

)

πr
=

√
20

3

mÖl

%Wπr

d) Radialkraft:

FR = dl

 2r∫
0

(pa + %Ölgs1)ds1 −
2r∫
r

pads2 −
r∫

0

(pa + %Wgs3)ds3


→ FR = dl

[%Öl
2
g4r2 − %W

2
gr2
]

=
1

4
%Wgr

2



2. Aufgabe

a) Kontinuitätsgleichung: Masse
Bernoulligleichung: mechanische Energie

b) Skizze:

Bernoulli 0-2

pa + ρg(H + h) = p2 +
1

2
ρu2

2 +
1

2
ρu2

2λ
L2

d
+

1

2
ρu2

1λ
L1

D

Am Auslass herrscht Umgebungsdruck:

p2 = pa

Kontinuitätsgleichung 1-2:

u1A1 = u2A2 → u1
πD2

4
= u2

πd2

4
→ u1 = u2

d2

D2

Einsetzen in die Bernoulli Gleichung

g(H + h) =
1

2
u2

2 +
1

2
u2

2λ
L2

d
+

1

2
u2

2λ
d4

D4

L1

D



g(H + h) =
1

2
u2

2

[
1 + λ

L2

d
+ λ

d4

D4

L1

D

]

Auflösen nach u2: √
2g(H + h)[

1 + λL2

d
+ λd

4L1

D5

] = u2

Volumenstrom bestimmen:

V̇2 = u2A2 = u2
πd2

4
=

√
2g(H + h)[

1 + λL2

d
+ λd

4L1

D5

] πd2

4

c) instationärer Bernoulli 0-2

pa + ρg(H + h) = p2 +
1

2
ρu2

2 +
1

2
ρu2

2λ
L2

d
+

1

2
ρu2

1λ
L1

D
+ ρ

∫ 2

0

∂u

∂t
ds

Aufteilen des Integrals:

ρ

∫ 2

0

∂u

∂t
ds = ρ

∫ 1

0

∂u1

∂t
ds+ ρ

∫ 2

1

∂u2

∂t
ds

Mit L1 >> D und L2 >> d:∫ 1

0

∂u1

∂t
ds =

∫ 1

0

du1

dt
ds =

du1

dt
L1

∫ 2

1

∂u2

∂t
ds =

∫ 2

1

du2

dt
ds =

du2

dt
L2

Unter Berücksichtigung der Kontinuitätsgleichung und p2 = pa ergibt sich:

g(H + h) =
1

2
u2

2

[
1 + λ

L2

d
+ λ

d4L1

D5

]
+
du2

dt

[
d2

D2
L1 + L2

]



bzw.

du2

dt
=

g(H + h)− 1
2
u2

2

:=K1︷ ︸︸ ︷[
1 + λ

L2

d
+ λ

d4L1

D5

]
[
d2

D2
L1 + L2

]
︸ ︷︷ ︸

:=K2

=
g(H + h)− 1

2
u2

2K1

K2

Trennen der Variablen:

dt

K2

=
1

g(H + h)

du2

1− u2
2K1

2g(H + h)︸ ︷︷ ︸
:=x2

=
1

g(H + h)

dx
(√

K1

2g(H+h)

)−1

1− x2
=

1

g(H + h)
√

K1

2g(H+h)

dx

1− x2

Da u2(t = 0) = 0 ist und als maximale Austrittsgeschwindigkeit u2 =
√

2g(H + h)K1

erreicht werden kann, folgt:

x =
u2

√
K1√

2g(H + h)K1

< 1⇒
∫

dx

1− x2
= artanh(x) = tanh−1(x)

Somit ergibt sich:

tanh−1(x) = t
g(H + h)

√
K1

2g(H+h)

K2

⇔ tanh−1

(
u2

√
K1√

2g(H + h)

)
= t

g(H + h)
√

K1

2g(H+h)

K2

Umgeformt nach u2(t) erhält man:

u2(t) =

√
2g(H + h)√[

1 + λL2

d
+ λd

4L1

D5

]tanh
tg(H + h)

√[
1+λ

L2
d

+λ
d4L1
D5

]
2g(H+h)[

d2

D2L1 + L2

]


Der Volumenstrom ergibt sich zu:

V̇2 = u2A2 = u2
πd2

4

=
πd2

4
·

√
2g(H + h)√[

1 + λL2

d
+ λd

4L1

D5

]tanh
tg(H + h)

√[
1+λ

L2
d

+λ
d4L1
D5

]
2g(H+h)[

d2

D2L1 + L2

]




3. Aufgabe

a) Impulssatz in X-Richtung:∑
~Fi =

∫
ρ~v(~v · ~n)dA

FH = 2πρ

∫ R

0

u1(r)2rdr

= 2πρu2
max1

∫ R

0

(
1− 2

r2

R2
+
r4

R4

)
rdr

FH = 2πρu2
max1

(
R2

2
− R4

2R2
+

R6

6R4

)
= πρu2

max1

R2

3
P = FH · um

um =
2π

πR2

∫ R

0

umax1

(
1− r2

R2

)
rdr = 2

umax1
R2

(
R2

2
− R2

4

)
=
umax1

2

⇒ P = πρu3
max1

R2

6
[W ]

b) Kontinuitätsgleichung:

2π

∫ R

0

umax1

(
1− r2

R2

)
rdr = 2π

∫ R2

0

umax2

(
1− r

R2

)
rdr

umax1

(
R2

2
− R2

4

)
= umax2

∫ R2

0

(
r − r2

R2

)
dr

umax1
R2

4
= umax2

[
r2

2
− 1

3

r3

R2

]R2

0

=
1

6
R2

2umax2

umax1 =
2

3

R2
2

R2
umax2



Impulssatz in x-Richtung:

2πρ

∫ R

0

u2
max1

(
1− r2

R2

)2

rdr = 2πρ

∫ R2

0

u2
max2

(
1− r

R2

)2

rdr

u2
max1

(
R2

2
− R2

2
+
R2

6

)
= u2

max2

∫ R2

0

(
r − 2

r2

R2

+
r3

R2
2

)
dr

u2
max1

R2

6
= u2

max2

(
R2

2

2
− 2

1

3
R2

2 +
1

4
R2

2

)
R2

6
u2
max1

=
1

12
R2

2u
2
max2

umax1 =

√
1

2

R2

R
umax2

Einsetzen in Kontinuitätsgleichung:√
1

2

R2

R
umax2 =

2R2
2

3R2
umax2

⇒ R2 =

√
1

2

3

2
R [m]



4. Aufgabe

a) Da yW > ygr ist, folgt Frgr = 1 und somit zW = zgr: Es gilt:

1 =
vgr√
gzgr

zW = zgr = 3

√
z2

1v
2
1

g

Massenerhaltung liefert:
bz1v1 = bzgrvgr

vgr berechnet sich zu:

vgr =
V̇

zgrb
=

v1z1

3

√
z21v

2
1

g

b)

ygr = H1 −Hmin

V̇ = v1z1b

H1 = z1 +
v2

1

2g
⇒ ygr = z1 +

v2
1

2g
− 3

2
3

√
v2

1z
2
1

g

c) Impulssatz in x-Richtung:

−v2
1z1bρ+ ρbz2v

2
2 = ρbg

(
z2

1

2
− z2

2

2

)
+ FS

⇒ FW = −FS = −ρb(v2
2z2 − v2

1z1) + ρgb

(
z2

1

2
− z2

2

2

)
Kontinuitätsgleichung ergibt:

v2z2 = v1z1 ⇒ z2 =
v1

v2

z1



Einsetzen in die Impulsgleichung:

FW = −ρb(v2
2

v1

v2

z1 − v2
1z1) + ρgb

z2
1

2
−

(
v1
v2
z1

)2

2


d) Impulssatz in x-Richtung:

−v2
2z2bρ+ ρbz3v

2
3 = ρbg

(
z2

2

2
− z2

3

2

)
Konti:

v2z2b = v3z3b ⇒ v3 = v2
z2

z3

= v2

v1
v2
z1

z3

Einsetzen:

v2
2z2(z2 − z3) =

1

2
z3(z2 − z3)(z2 + z3)g

⇒ (z3 +
z2

2
)2 =

2z2

g
v2

2 +
z2

2

4

⇒ z3 = −z2

2
±

√
2z2

g
v2

2 +
z2

2

4

Da z3 < 0 physikalisch nicht möglich ist, gilt:

z3 = −z2

2
+

√
2z2

g
v2

2 +
z2

2

4
= −

v1
v2
z1

2
+

√
2v1
v2
z1

g
v2

2 +
(v1
v2

)2z2
1

4

Für v3 ergibt sich:

v3 = v2

v1
v2
z1

−
v1
v2
z1

2
+

√
2
v1
v2
z1

g
v2

2 +
(
v1
v2

)2z21

4



5. Aufgabe

a) ausgebildete Strömung:

ΣFx = 0⇒ dτ

dy
= −%g sinα− dp

dx

1. Integration:

τ(y) = −
(
%g sinα +

dp

dx

)
y + c1

Newtonsches Fluid: τ(y) = −η du
dy

⇒ du

dy
=

1

η

(
%g sinα +

dp

dx

)
y − c1

η

2. Integration:

u(y) =
1

2η

(
%g sinα +

dp

dx

)
y2 − c1

η
y + c2

1.RB : u(y = 0) = 0⇒ c2 = 0

2.RB : u(y = δ) = uB ⇒ c1 =
1

2

(
%g sinα +

dp

dx

)
δ − uBη

δ



⇒ u(y) =
1

2η

(
%g sinα +

dp

dx

)(
y2 − yδ

)
+ uB

y

δ

τ(y) = −ηuB
δ

+
1

2

(
%g sinα +

dp

dx

)
(δ − 2y)

dp

dx
=

∆p

L
=
p2 − p1

L
; mit p2 = pa + %gh2, p1 = pa + %gh1

⇒ dp

dx
= %g

h2 − h1

L

u(y) =
1

2η

(
%g sinα + %g

h2 − h1

L

)(
y2 − yδ

)
+ uB

y

δ

τ(y) = −ηuB
δ

+
1

2

(
%g sinα + %g

h2 − h1

L

)
(δ − 2y)

b)
P

B
= uBFB; FB =

∫ L

0

τBdx; τB = −ηdu
dy
|y=δ

τB = −%g
2

(
sinα +

h2 − h1

L

)
δ − uB

η

δ

⇒ P

B
= uBL

[
−%g

2

(
sinα +

h2 − h1

L

)
δ − uB

η

δ

]



6. Aufgabe

a) Anhand der Eulerschen Turbinengleichung wird das Drehmoment einer Turbine berech-
net. Sie lautet:

M = ṁ(vt,ausraus − vt,einrein)

b) Für die gegebene Beziehung

ηt
η

=
y+ · (uτH − y+ν)

uτH
− 1

sind zunächst die Größen uτ sowie y+ zu bestimmen. Es gilt:

uτ =

√
τW
ρ

Daraus folgt für y+:

y+ =
uτ · ȳ
ν

=
uτ · H4
ν

Somit ergibt sich für das Verhältnis von turbulenter zu molekularer Viskosität:

ηt
η

=

√
τW
ρ

·H
4

ν
· (
√

τW
ρ
H −

√
τW
ρ

·H
4

ν
ν)√

τW
ρ
H

− 1

=

3
16
H
√

τW
ρ

ν
− 1

c) Für die turbulente Viskosität ηt gilt die Beziehung:

ηt = ρl2
∣∣∣du
dy

∣∣∣,
wobei l die Prandtl’sche Mischungsweglänge beschreibt. Die Ableitung des angegebenen
Geschwindigkeitsprofils an der Stelle r = 3

4
H ergibt:(∣∣∣dū

dy

∣∣∣)
3
4
H

= −
(
dū

dy

)
3
4
H

=
(
− ūmax

7H
(1− y

H
)−

6
7

)
3
4
H

=

(
− ūmax

7H
(
1

4
)−

6
7

)
Nach der Mischungsweglänge l aufgelöst, ergibt sich:

l =

√
ηt

ρ
(∣∣∣dūdy ∣∣∣) =

√
ηt

ρ
(
− ūmax

7H
(1

4
)−

6
7

) (1)

d) Es gilt:

ū =
1

A

∫ A

0

u(y)dA∗ =
1

2BH

∫ H

−H
u(y)Bdy

Die Integration liefert:

ū =
ūmax
2H

∫ H

−H

∣∣∣1− y

H

∣∣∣ 17 dy =
ūmax
2H

[
−7

8
H
∣∣∣1− y

H

∣∣∣ 87]H
−H

=
7
8
2

8
7

2
ūmax


